Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych - ekstrema lokalne
funkcji dwoch zmiennych

Definicja. Funkcja z= f(x,y) ma w punkcie P, (x,,y,) minimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie
tego punktu takie, ze dla dowolnego (x,y) ztego otoczenia zachodzi nierdownosé

S, ») = f(x0,¥0)-

Definicja. Funkcja z = f(x,y) ma w punkcie F,(x,,y,) minimum lokalne wtasciwe (rysunek 6), jezeli
istnieje sgsiedztwo tego punktu takie, ze dla dowolnego (x,y) =z tego sasiedztwa zachodzi
nierownosc

S, »)> f(x0,10)-

ﬂx07

Rys 6. Ilustracja poj¢cia minimum lokalnego wlasciwego
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Definicja. Funkcja z= f(x,y) ma w punkcie P,(x,,y,) maksimum lokalne wiasciwe, jezeli istnieje
sasiedztwo tego punktu takie, ze dla dowolnego (x,y) ztego sasiedztwa zachodzi nieréwnos¢

S, ») < f(x0,¥0)-

Twierdzenie. (warunek konieczny istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja z= f(x,y) ma w punkcie F,(x,,y,) pochodne czastkowe i ma w tym punkcie
ekstremum, to

f(x,9)=0 i fy/(xo’yo)zo~

Punkty, ktoére spelniaja powyzsze warunki nazywamy punktami stacjonarnymi.



Twierdzenie. (warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja z= f(x,y) ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego w otoczeniu punktu
P,(x,,y,) oraz spenione sa warunki:

1) fx/(xovyo)zo i fy/(xo’yo)zoa

fx;/(xoayo) f;c;{(x()’yo)
fy/;(xovyo) f,;{(xovyo)

to funkcja f ma w punkcie F, ekstremum lokalne, przy czym

2) W(xy,¥0)= >0,

o jezeli f/(x,,y,)>0, tojest to minimum lokalne,

o jezeli f(x,,y,)<0, tojest to maksimum lokalne.

Z powyzszych twierdzen wynika nastepujacy algorytm wyznaczania ekstremow lokalnych funkcji
dwoch zmiennych:

Schemat wyznaczania ekstremow lokalnych funkcji z= f(x,y):
1. Znajdujemy pierwsze pochodne czastkowe danej funkcji i przyrownujemy je do zera:
) {f,{(x,y) =0
fy(x,y)=0
2. Rozwigzujemy uktad (x). Niech pary liczb:
Ce6) () (59500) s s (3,5 0)

beda rozwigzaniami tego uktadu.
3. Znajdujemy kolejno wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego i tworzymy wyznacznik:
faxy)  flxy)
fixy)  fu(x.y)
4. W kazdym punkcie (#*) obliczamy wartos¢ wyznacznika W (x,y). Jezeli w danym punkcie
(x,.y,) otrzymamy:

W(x,y) =

a) W(x,,y,)<0, to funkcja f w tym punkcie nie posiada ekstremum lokalnego,

b) W(x,,y,)=0, to mamy do czynienia z przypadkiem watpliwym i ewentualne badanie, czy
funkcja ma w tym punkcie ekstremum, przeprowadzamy innymi metodami (np. korzystajac z
definicji),

c) W(x,,y,)>0, to funkcja f posiada w tym punkcie ekstremum lokalne, przy czym:

e jezeli f”(x,,y,)>0,tow punkcie (x,,y,) mamy minimum lokalne,
o jezeli f”(x,,y,)<0,tow punkcie (x,,y,) mamy maksimum lokalne.
5. Wyznaczamy wartosci ewentualnych ekstremow.

Uwaga. Powyzszy schemat nie uwzglednia punktéw, w ktorych pochodne czastkowe pierwszego
rzgdu nie istniejg, a funkcja ma w tych punktach ekstremum lokalne.

Przyklad. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

a) z= f(x,y)=x"+xp° +6xy , b) z= f(x,y)=¢""(x* —2y7).



Rozwiazanie.
a) Obliczamy pochodne czastkowe pierwszego rzedu:

[l =3+ +6y, fl(x,y)=2xp+6x.
Przyrownujemy te pochodne do zera
3x +3° +6y=0
2xy+6x=0
Z drugiego rownania mamy
2x(y+3)=0,astad x=01Ilub y=-3.
Otrzymane wartosci podstawiamy do roOwnania pierwszego:
e dla x=0 mamy
Vi +6y=0,
y(y+6)=0,
y=0 lub y=-6.
W tym przypadku mamy dwa punkty stacjonarne: 7,(0,0), P,(0,—6).
e dla y=-3 mamy

3x* +9-18=0,
3x*’-9=0/:3,
x’=3=0,
(xf\/g)(er\/g):O’
x=3 lub x=—/3.

W tym przypadku rowniez mamy dwa punkty stacjonarne: P, (\/5 ,— 3) , P, (—\/5 ,— 3) .

Aby sprawdzi¢, w ktorych punktach stacjonarnych funkcja ma ekstrema, obliczamy pochodne
czastkowe drugiego rzedy i tworzymy z nich wyznacznik W(x,y):

fUGe.y)=6x, fi(x,)=2y+6, f(x,y)=2y+6, f(x,y)=2x,
a stad

6x 2y+46
W(x,y)= .
2y+6  2x

W kazdym punkcie stacjonarnym badamy warto$¢ wyznacznika W (x,y):
e Dla A(0,0) mamy

0 6
W(O,O):‘6 o|=0-36=-36<0,

zatem w tym punkcie funkcja f nie posiada ekstremum.

e Dla P(0,—6) mamy

W(0,—6)= _0 ‘:0—36:—36<0,

zatem roéwniez w tym punkcie funkcja f nie posiada ekstremum.



e Dla }’3(\/5,—3) mamy
63 0
0 243

czyli funkcja f posiada w punkcie P, ekstremum lokalne, a poniewaz fx;/(\/i ,— 3) =6/3>0,

to jest to minimum lokalne. Obliczamy warto$¢ tego minimum
3
Zun = (V3.73)= (V3] +43-(-3 +6:3-(-3) =33+ 9V3 - 183 =63

e Dla P4<—\/§,—3) mamy

w(3,-3)=

=36—-0=36>0,

—63 0
W(—ﬁ,—.%): =36—-0=36>0,
0 -2
czyli funkcja f posiada w punkcie P, ekstremum lokalne, a poniewaz

fxf(—\/g ,— 3) ——6/3<0, to Jjest to maksimum lokalne. Obliczamy warto$¢ tego maksimum

Zoe = S (B 3) = (VB) +(B) (30 +6:(B)-(-3) =33 - 0V3 +18V3 =613
b) Dla funkcji z= f(x,y)=¢""(x* —2y°) obliczamy pierwsze pochodne i przyrownujemy je do
zera
flx,y)=e(x* =2y ) +e 7 2x =" (x* — 2" +2x) ,
flap)y=e (=D =2y") +e" M (—dy)=e" (—xT +2y7 —4y).
Stad
{ e (x* —2y* +2x)=0
eV (—x>+2y —4y)=0
Oba rownania dzielimy przez e*
{xz —2y" +2x=0
—x*+2y" —4y=0
Po dodaniu rownan stronami mamy
2x—4y=0,astad x=2y.
Po podstawieniu do pierwszego rownania otrzymujemy
4y* —2y* 4+2y=0,
2y* +4y=0,
2y(y+2)=0,
»=0, y,=-2.
Z réwnosci x =2y obliczamy:
x =0, x,=—4.
Mamy zatem dwa punkty stacjonarne: P,(0,0), P,(—4,—2).
Wyznaczamy teraz pochodne rzedu drugiego:
fl=e"(x" =2y " +2x)+e" " 2x+2) =" (x* —2y" +4x+2),



fo =7 (=D =2y" +2x) + e (—4y) = (—xT + 27 —2x —4y),
=" (=x"+2y" —dy)+ e (=2x) =" (—x + 2y —2x—4y),
fo =T (DX 2y —dy) e @y -4 =" (x" —2y" +8y—4).
Zatem

e (X =2y  +4x+2) eV (—x"+2y" —2x—4y)

Wix,y)= .
() eV (—x"+2y" —2x—4y) e (X —2y"+8y—4)

Badamy warto$¢ wyznacznika W (x,y) dla wyznaczonych punktow stacjonarnych:
e Dla P(0,0) mamy

2 0
W(O,O):‘O 4‘:—8<0.

Zatem w tym punkcie funkcja f nie posiada ekstremum.
e Dla P(—4,—2) mamy

2(16-8-16+2 2(—~16+8+8+8
w(a-2=|° T2 e (168 HEE)
e (—16+8+8+8) e (16—8—16—4)
—6e> 8’
=% =720 —6aet =8t > 0.
8e” —12e~
Funkcja f posiada zatem w punkcie P, ekstremum lokalne, a poniewaz

fY(—4,-2)=—6e" <0, to jest to maksimum lokalne. Obliczamy wartos¢ tego maksimum

Zhnax = f(_4’_2) = 672(16—8) = 8672 .

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

55. z=4x—4y—x> —)°, 56. z=x"—xy+)y —2x+y,
57. z=x"+y" —6xy—39x+18y — 56, 58. z=x'+)* —6xy—48x,
59. z=2x"y+2y’ +3x* +3* +2y—1, 60. z=x"+8y’ —6xy+5 ,
6l. z=x"+)"—2Inx—18Iny, 62. z=¢ "(x+°).
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